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1. ¢Que es unademostra@n matenatica?

Todo el mundo sabe @ues una demostraxi matenatica. Una demostrain
de un teorema mateatico es una sucdsi de pasos que conducen a la condélasi
deseada. Las reglas que dichas sucesiones de pasos deben seguir fueron hechas
explicitas cuando fue formalizada lagica al principio de este siglo, y no han cam-
biado desde entonces. Estas reglas pueden ser usadas para refutar una pretendida
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demostrad@n localizando errore®gicos; sin embargo, no pueden ser usadas para
encontrar una demostréci que no se tenga de una conjetura matea.

La expresbn 'demostradin correcta’ es redundante. La demostrachatenatica
no admite grados. Una suceside pasos en un argumento es o bien una demastraci
o bien es un sinsentido. Los argumentos feizos son de uso caim en la pacti-
ca de la mateatica. Sin embargo, los argumentos hstiros no son vistos como
parte de ladgica formal. El rol de los argumentos hiticos ha sido reconocido
pocas veces en la filodafde la matertica, a pesar del papel crucial que juegan en
el descubrimiento mateatico.

La nocbn matenatica de demostramn es marcadamente distinta de las no-
ciones de demostram en otrasireas, como los juzgados, la converSadiaria 'y
la fisica. Las demostraciones dadas pfisicbs $ admiten grados: dos pruebas de
una misma afirmadn fisica tiene diferentes grados de corréociAbra cualquier
libro de fisica, y hallaa que aparecen grados de corrénaile demostraciones. Por
ejemplo, el élebre argumento de Peierls para la &meca estaistica desde el punto
de vista mater&tico no teima sentido cuando fue propuesto por primera vez por Sir
Rudolph Peierls, y sigaisiendo mate@ticamente carente de sentidmaal pasar
por una larga suceasn de demostraciones en el sentido aceptado porisaos$.
Cada nueva demostraci fue considerada a&s correcta que la anterior, hasta que
una demostradn “final” fue hallada; lainica que un mateatico aceptda.

El método axionatico por medio del cual escribimos la matgina es elinico
gue garantiza la verdad de una afirné@cimatenatica. Sin embargo, una discasi
del método axiomatico no nos dice mucho acerca de la demosiraniatenatica.
Nuestro propsito es develar algunos de los rasgos distintivos del pensamiento
matenatico que estn ocultos bajo la mémica aparente de la demostéatimatenatica.
Alegaremos, usando muchos ejemplos, que la deseripld demostraéhn matenatica
gue usualmente damos es verdadera, pero no es realista. Son muchos rasgos del
pensamiento matemtico que son dejados de lado por la @ocformal de de-
mostracbn. Se los conoce desde hace mucho tiempo, pero pocas veces se los ha
discutido.

Nuestro ideal de realismo es tomado de la fenomemaldg Edmund Husserl.
Hace muchosi#s, Husserl dio algunas de las reglas a seguir en una deéaripci
realista. Vale la pena recordar algunas de estas reglas.

1. Una descripdn realista debe develar rasgos ocultos. Los matieos no
predican lo que practican. Se rehusan a aceptar formalmente lo que hacen en
su trabajo diario.



2. Ferdbmenos laterales que normalmente se mantienen relegados deben ser trata-
dos con su debida importancia. El vocabulario de oficio de los nédiens
incluye palabras como 'entendimiento’, ‘profundidad’, 'tipos de demosiraci
'grados de claridad’ y muchos otros. Una diséusrigurosa de los roles de
esos érminos debéa ser parte de la filosta de la demostragh matenatica.

3. El realismo fenomenoégico exige que no se fabriquen excusas que puedan
conducir a desechar cualquier rasgo de la matea ponéndole el otulo de
psicobgico, sociobgico o subjetivo.

4. Todas los presupuestos normativos deben ser erradicados. Con excesiva fre-
cuencia, supuestas descripciones de la demaostranatenatica son peti-
ciones escondidas de lo que el autor cree que una demoéstraaitenatica
debefa ser. Se impone una actitud estrictamente descriptiva, a pesar de sus
dificultades y peligros. Puede conducir a descubrimientos desagradables: por
ejemplo, uno poda llegar a darse cuenta que no hay rasgos comunes com-
partidos por todas las demostraciones mateas. O incluso, uno poidr
ser llevado a admitir que las contradicciones son parte de la realidad de la
matendtica, a la par con la verdad.

2. Demostracon por verificacion

Qe es una 'verificaén'? En el sentido ordinario, una 'verificaci’ es un
argumento que establece la verdad de una afimagmdr medio de una lista de to-
dos los casos posibles. La verificaties uno de los varidgpos de demostradin
matenatica. Un no-mate@tico podta creer que una demostragipor verificaadn
es la naés convincente de todas las clases de demostratina lista completa
y explicita de todos los casos posibles parece ser irrefutable. Sin embargo, a los
matenaticos no les impresiona la mera irrefutabilidad. Aunque no niegan la validez
de una demostra@n por verificadbn, rara vez quedan satisfechos con tales de-
mostraciones. La irrefutabilidad no es uno de los criterios quéusamateratico
al juzgar el valor de una prueba. El valor de una demostnadépende @s bien de
si ésta puede o no ser convertida en wanica de demostram, esto es, de si la
demostrad@n puede ser vista como una instancia de un tipo de demadastragie
se pueda usar para demostrar otros teoremas.

Las demostraciones por verificanisuelen ser poco extrapolables. Un ejemplo
muy sencillo de un teorema matatito para el cual puede darse una demogiraci
por verificacon, pero generalmente se evita, es el teorema de las cajas. Este teorema



afirma que siempre que uno tienet 1 fichas para colocar en cajas, entonces
siempre quedan por lo menos dos fichas en una misma caja.

Esta afirmadn es tan intuitiva que parece no necesitar demosmafbserve
sin embargo que la evidencia de este teorema es delasgparticular. El teorema
de las cajas es la instanciaamsimple de una demostranide existencia. En otras
palabras, no se da niag método para determinar alde las: cajas termina con
por lo menos dos fichas.

Ante un observador egptico (0 un computador), que no quiere aceptar una
demostra@n de existencia, el argumento intuitivo debe ser reemplazado por una
verificacbn. Una verificadn del teorema de las cajas puede ser dada, pero no re-
sulta@ ni simple ni esclarecedora. Cons@tin un algoritmo que escriba la lista de
todas las maneras de coloeat 1 fichas em cajas, y luego verifiqgue que para cada
posicionamiento por lo menos una caja termina con dos fichas. Cualquier algoritmo
gue haga eso usamduccon, y seta el hazmereir de los matéicos.

¢Por ge es preferible la demostréci de existencia a la demostracipor ver-
ificacion en el caso del teorema de las cajas? Porque la demostdEcexistencia
brilla con la luz de un principio universal, que ninguna verifibagpbuede emular.

Una revisbn somera de la historia del teorema de las cajas confirma la superioridad
de la demostradin de existencia.

La demostrad@n de existencia del teorema de las cajas fue el punto de partida
del descubrimiento de una lista de profundos teoremas en combinatoria, ahora lla-
mados teoremas de tipo de Ramsey. La verifemacie cualquier teorema de tipo
de Ramsey, que consiséirde una lista de todos los casos, es posible, percesolo
principio. Cualquier verificad@n de ese estilo requéidaruna velocidad deatculo
mas alk del alcance de los computadoreas@pidos posibles.

Las demostraciones de teoremas de tipo de Ramsey son demostraciones de ex-
istencia, que efiiltimas eshan basadas en el teorema de las cajas. Todas estas de-
mostraciones son no-constructivas; sin embargo, proveen la evidencia incontrovert-
ible de la posibilidad de verifica@n. Ad, las demostraciones de tipo Ramsey son un
ejemplo de una posibilidad puesta en evidencia por una demastideiexistencia,
aunque tal posibilidad no pueda ser convertida en acto.

3. ¢Estoda verificaobn una demostracon?

Es un hecho que no todas las verificaciones son aceptadas como demostraciones,
a pesar de los logros numerosos de demostraciones por vedafic&ticaso ras
famoso de una verifica@mn que no logra ser aceptada como demogirae pesar



de su innegable correctitud- es la verifi@atpor computador de la conjetura de los
cuatro colores.

Las bisagras matefticas de dicha verificamn fueron desarrolladas hace un
buen tiempo por el matemtico de Harvard George David Birkhoff. Degsude
varios intentos fallidos por varios mataticos de llevar a cabo el programa de
Birkhoff, la ayuda de un computador fue usada como recurso desesperado. Un as-
tuto programa de computador fue diaelo por los mateéticos de lllinois Haken y
Appel. El programa de computador lfea cabo corexito la larga serie de verifica-
ciones que Birkhoff hala previsto, y aisestabled la verdad de la conjetura de los
cuatro colores. Su 'demostraa’ fue la primera verificaéin de un gran teorema
matenatico por un computador.

Los matenaticos han sido ambivalentes con respecto a esa verditdeor un
lado, todo mateitico expresa alivio al saber que la conjetura ha sido decidida. Por
otro lado, el comportamiento de la comunidad de matans desmiente tal sen-
timiento de satisfacon. De hecho, silos mateaticos hubieran quedado satisfechos
con la verificaddbn por computador de la conjetura de los cuatro colores, ninguno
habiia sentido la necesidad de llevar a cabasmerificaciones. Empero, hemos
presenciado una secuencia interminable de verificaciones alternas por computador,
cada una bastante distinta de las dsnry cada una supuestamentégsencilla’
gue las anteriores. Cada nuevo programa de computador para la conjetura de los
cuatro colores corrige alguna inadvertencia menor de los programas precedentes.
Curiosamente, ninguna de estas @xaiinadvertencias es lo suficientemente seria
como para invalidar las verificaciones precedentes.

Si creyeramos que la verifica@n de la conjetura de los cuatro colores es defini-
tiva, entonces nos todarconsiderar todas las verificaciones posteriores como una
perdida de tiempo, como un ’juego de machismo’ de mateaus. Pero esto no es
lo que ha sucedido desde el trabajo de Haken y Appel. La comunidad atat@m
lejos de ver las verificaciones sucesivas como un pasatienvotofrlas sigue con
interés apasionado. Lialtima verificacon invariablemente recildramplia publici-
dad y es sujeta a un intenso escrutinio.

Hay entonces forsima evidencia de que ninguna verifigatipor computador
de la conjetura de los cuatro coloresssaeceptada como definitiva. Los ma##inos
esfin al acecho de un argumento queahabsoletas a todas las verificaciones por
computador, un argumento que devaléa razon ain escondida de la verdad de
la conjetura. Es significativo que Sami Beraha, el expelitnaro uno mundial en
esta conjetura, mantiene hasta i@ de hoy que la conjetura es 'indecidible’ en un
sentido u otro, a pesar de toda la evidencia por computador de lo contrario.

El ejemplo de la conjetura de los cuatro colores conduce a una canciasi



escapable. No todas las demostraciones dan razones satisfactorias de poa qu
conjetura es verdadera. La verificaties demostragn, pero la verificaéin puede
no dar larazbn. En ese caso, ¢ §entendemos por lazon?

Consideremos otro ejemplo de verificaei La clasificadn de los grupos de
Lie simples dada hace unos cidioa por Cartan y Killing egétbasada en la verifi-
cacbn de que tan solo pueden encontrarse wmero finito de configuraciones de
vectores que satisfagan ciertas condiciones. Hasta nuessysd verificadin no
ha sido mejorada significativamente, y tampoco se ha sentido la necesidad de otra
demostrad@n.

Pero la clasificaéin de Cartan-Killing de los grupos de Lie simples falla en dar
la razdn de algunos de los grupos de la lista. La lista de Cartan contiene los grupos
de Lie que cualquiera espera encontrar, pero adegontiene cinco grupos de Lie
gue en tiempos de su descubrimiento no pgareconformarse a nirigy paton.

De nuevo, si los mateaticos quedaran satisfechos con una mera lista, entonces
ningun trabajo adicional relacionado con la clasifiéacde los grupos de Lie hu-
biera sido llevado a cabo.

Pero una vez @s, esto no es lo que sucediLa existencia de cinco grupos de
Lie 'excepcionales’ se conviflien una espina clavada en la carne de todo algebrista.
Fue un duro recorderis de la arbitrariedad de los eventos en el mundo real, una ar-
bitrariedad de la cual se sugamque la mate@tica procuraba salvam. Se con-
virtid en un asunto de honor matatico encontrar la ram de la existencia de los
cinco grupos de Lie excepcionales. Y,ama larga serie de &tilos materaticos
comend a aparecer, en los cuales se estudiaban los grupos de Lie excepcionales
desde todo punto de vista concebible. El objetatb de estas investigaciones era
encontrar tal ra@n. Con el paso del tiempo, el matatico de MIT Bertram Kostant
desenmadéjel misterio de los grupos de Lie excepcionales adradse a dar un
salto de fe. Sucedique los grupos de Lie excepcionales no saiméo feromeno
aparentemente arbitrario en la teode Lie. Existe en esta téarotro fedmeno
aparentemente arbitrario. El grupo especial ortogonal de dige8siSO8, tiene
una propiedad muy inusual. Su grupo recubridor o de spin tiene un automorfismo
externo. Este febmeno sucede tan solo en dimems8.

Kostant conjetus conéxito que los dos fedmenos arbitrarios delian estar
relacionados, y encoritia razbn de la existencia de los cinco grupos de Lie ex-
cepcionales en el automorfismo externo del grupo ortogonal en dibmeBygdor un
tour de forceque hasta nuestro$ad se mantiene como una joya de razonamiento
matenatico.

Una vez nas, llegamos a la concldsi de que los mateaticos no quedan satis-
fechos con demostrar conjeturas. Quieren skbexrzon.



4, ¢ Teoremas o demostraciones?

Filosofos de todas lapocas se han preocupado por problemas de prioridad on-
tologica. ¢ Q@ viene primero? ¢ @les son los componentes primarios del mundo?
Los matenaticos se preocupan por una vérsen miniatura de este problema. ¢De
gué esh hecha primariamente la matatica? Existen, grosso modo, dos escuelas.

La primera escuela sostiene que la matBoa consiste primariamente de he-
chos, hechos del estilo de "existen solo cinbbd®s regulares en el espacio’. Los
hechos de la matemtica revelan rasgdgiles del mundo. No importabmo se ob-
tienen esos hechos, siempre y cuando sean verdaderos.

Por otro lado, la segunda escuela sostiene que los teoremas atiebsninan
de ser vistos como pelilas, como si fueran mojonesaso menos arbitrarios que
sirven para separar una demostbacde la siguiente. Las demostraciones son la
materia prima de la mateatica, y proveer dichas demostraciones es el trabajo del
matenatico.

¢En cal de las escuelas nos enlistamos?

Consideremos primero un ejemplo que apunta hacia la segundaalegcoiro
gue apoya la primera.

Nadie mantendrseriamente la no@n sedin la cual el enunciado déltimo teo-
rema de Fermat tiene alg intees. Si no fuera por el hecho de que la conjetura de
Fermat se mantuvo sin resolver en medio de una gran variedad de otras ecuaciones
Diofantinas que pddn ser resueltas usandehicas esindar, nadie se hadbrtoma-
do la molestia de recordar lo que alguna vez estiig@rmat en la margen de cierto
libro.

Lo que es destacable en(dfimo teorema de Fermat es su demostracLa de-
mostracbn de Wiles hace uso de una variedad impresionante de piezas distintas de
la matenatica: de una conjetura sin rel@nialguna hecha hace cincuenfims.en el
campo aparentemente distante de la gedmatgebraica, de la teiarde funciones
elipticas, una teda originada hace mucho tiempo en el estudio del movimiento
planetario, de una variedad de otras testrabajadas durant@a@s con propsitos
no relacionados. Las piezas del rompecabezas fueron puestas en su sitio por la ma-
gia de la demostragn y dieron la clave del secreto de Fermat. La demostneabeé!
teorema de Fermat es un triunfo de la colabdnacillende las fronteras y los siglos.
Ningln dominio del quehacer intelectual distinto de la maittca puede reclamar
tales triunfos.

Pero la magnitud del triunfo brilla en contraste fuerte con la insignificancia de la
conjetura que se prébEn teora de rumeros, los enunciados insignificantes son de
ocurrencia coman. En teora de rumeros, el valor de un teorema depende estricta-



mente de la dificultad de la demosti@ti Realice el siguiente experimento mental.
Imagnese que los teoremas de la faale rumeros se volvieran repentinamente
tan faciles de demostrar como, digamos, los de gedeeticlidiana en el plano.
Si esto sucediera, entonces la taale rumeros casi seguramente se encordrar
inmediatamente relagada de su excelsa pmsiactual a la menos excelsa posici
que indulgentemente se le confiere a lai@de cuadrados latinos. Este experimen-
to mental muestra de manera concluyente que laée@rumeros es un campo que
consiste primordialmente de demostraciones.

Como tenemos la tendencia a promulgar conclusiones generalesgamosr
caer en la tentadn de concluir que la historia déltimo teorema de Fermat es
tipica y que por lo tanto las demostracionesirstntes que los teoremas. Podemos
refutar tal conclugin al mirar hacia otro campo de la mat#ina: la geometa.

Grosso modo, los teoremas de la geometixpresan hechos del mundo. La
informacibn que los teoremas de la geonetproveen es valiosa de maneras im-
predecibles, ya que la geoniates rica en aplicaciones fuera de la matgoa. La
relevancia de un teorema geetrico esh determinada por lo que el teorema nos
dice acerca del espacio, y no por la eventual dificultad de la demdastraci

La demostradin del teorema de Desargues en georagiroyectiva es lo @ws
cercano que una demostragipuede llegar al ideal Zen. Puede ser resumida en una
palabra: 'jVeo!

Sin embargo, el teorema de Desargues ég5bs de ser trivial, a pesar de la
sencillez de su demostréci. Ha tenido ras aplicaciones, tanto en la georieetr
como por fuera désta, que cualquier teorema de taate rumeros, tal vez @s
aplicaciones que todos los teoremas de laigemmaitica de umeros juntos.

Basados en estos dos ejemplos, ¢,caemos ahora en ladertaaltar a con-
cluir que en geomeitn los teoremas sonas importantes que las demostraciones,
mientras que lo opuesto vale en fieotle rumeros?

Las apariencias son ernfgasas, y dso son los ejemplos anteriores. Para hac-
er claro el engdo, pregurigmonos si la distinéin formal aguda entre teorema y
demostra@n, que nos parece invulnerable, tiene sentido.

5. “Pretender” en matematica

G. H. Hardy escritd que toda demostram matenatica es una forma dee-
senmascararProponemos cambiar una palabra de la frase de Hafdtoda de-
mostracbn matenatica es una forma daretender

En ninguna parte de las ciencias encuentra uno ufouao grande entre la



versbn escrita de un resultado mat@tico y el discurso requerido para entender
el mismo resultado. El gtodo axionatico de presentawmn de la mater&tica ha
alcanzado en nuestro tiempo éntt del fanatismo. Una pieza de matgioas, de

la manera como es escrito hoy eia,dno puede ser entendido y apreciado sin un
erérgico esfuerzo adicional. La claridad ha sido sacrificada por entelégoia®

la consistencia de notdxi, la brevedad del argumento y la conBida linearidad
del argumento inferencial. Algunos mataticos van hasta el punto de pretender
gue la materaticaesel método axionatico, ni nas ni menos.

Esta pretensin de 'identificar’ la mater@tica con un estilo de expositi tiene
un efecto corrosivo sobre la manera como la matara es vista por los cigfitos
de otras disciplinas. La impenetrabilidad de la escritura matieem ha aislado a
la comunidad de matefmticos. La errada identificam de la matet@tica con el
método axionatico ha conducido al prejuicio extendido entre los éfertts de que
la matenatica no es ras que una graatica pedante, tarbk Gtil para reelaborar
lo obvio y para producir contraejemplos marginales a heéititess que son en la
mayoiia de los casos ciertos.

No me entiendan mal. No estoy condenando etado axionatico. En el mo-
mento actual, no hay alternativa viable a la preseataeiiontica, si se quiere
establecer la veracidad de un enunciado matem nas alk de dudas razonables.

Un rasgo del ratodo axionatico se ha mantenido oculto tras bambalinas (incluso)
de los ojos ras inquisitivos. Al carecer de un mejor lenguaje, llamaremos a este
rasgo lantercambiabilidad entre teorema y demostiati

Desde el punto de vista de ladica formal, la afirmaén de que teorema 'y
demostrad@n puedan a veces ser intercambiados sin afectar la verdad o el valor
de un trozo de mateatica parece exhorbitante. Todo el mundo sabe que una de-
mostracbn es una sucesn de una ia de pasosdgicos que conducen a la con-
clusion deseada. En ese caso, ¢ e@ sgl puede basar la afirmaciabsurda seém
la cual un teorema y su demosti@eison intercambiables?

Devolvamonos aliltimo teorema de Fermat. La demosttacirecientemente
completada de este teorema requiere un gaamano de pasos intermedios. Muchos
deéstos son lemas de té@ade rumeros que requieren demostraciones sustanciosas.
Algunos de estos lemas asten este momento en el proceso de acceder al estatus
de genuinos teoremas nuevos de ieseéndependiente. Realice el siguiente exper-
imento mental. Imagine que Fermat hubiera enunciado su conjetura bajo el disfraz
de cualquiera de estos lemas intermedios. El enunciado tal vez no hubiera sido tan
impactante, pero si se escoge el lema con cuidado, la demostdatilema es per-

IN. del T.: traducimos “shibboleths” como entelequias



fectamente equivalente a la de la conjetura original. Cualquier especialistaian teor
de rimeros produca una lista interminable de conjeturas que suenen plausibles,
donde cada una es equivalente a la de Fermat y requiere un argumento totalmente
equivalente al de Wiles y sus colaboradores.

Llegamos entonces a observar que el enunciado que de hecho dio Fermat a
su conjetura es irrelevante para su demostrachunque Wiles logr demostrar
la conjetura de Fermat -eventcamalh de toda discusn ampliamente reportado
en los medios masivos-, de hecho Wiles ebfscs enefgs en demostrar algo
distinto. Cualquiera de los varios lemas en la demosgirede Wiles puede ser visto
como un triunfo de igual magnitud a la conjetura de Fermat. Ninguna parte de la
demostra@n se destaca como preferible a cualquier otra, excepto por razones de
tradicion y publicidad.

Pero si el enunciado de la conjetura de Fermat es irrelevante, entonéesepeu
tido tiene todo este trabajo? El error&eh suponer que una demostoaanatenatica,
por ejemplo la demostramn dellltimo teorema de Fermat, ha sido concebida con
el propbsito expicito de demostrar lo que se supone qué ektmostrando. Una
vez nas, las apariencias erfggn. El valor real de lo que Wiles y sus colaboradores
hicieron va mucho i&s alk de la mera demostrdxi de una conjetura caprichosa. El
punto central de la demostracide la conjetura de Fermat es la apertura de nuevas
posibilidadegara la mater&tica. Wiles y sus colaboradores mostraron que las con-
jeturas de Taniyama y Weil de hechoiamel poder que se les sospechaba. Reav-
ivan nuestra fe en el rol central de la teode funciones gbticas en mateatica.
Desarrollan una serie de nuevasricas que condu@n a nuevas conexiones en-
tre la teofa de rumeros y la geomét algebraica. Los mateaticos del futuro se
beneficiaan del camino abierto por Wiles (de su demosétmagi sus écnicas). En-
contra@n aplicaciones nuevasira no s@adas, de estosétodos recientes para
resolver nuevos problemas, incluso problemas de graresf#ctico. El valor de
la demostradin de Wiles est no en lo que demuestra sino en lo qbee en lo que
hace posible.

Todo materatico sabe en su fuero interior que tal apertura de posibilidades
es el valor real de la demostrani de la conjetura de Fermat. Todo makeico
sabe que la verificagh por computador de la conjetura de los cuatro colores es
de valor considerablemente menor que la demostnade Wiles, porque no abre
ninguna posibilidad mateatica significativa. Sin embargo, muchos maaéoos
pretendeain que el valor de una demosti@ej al igual que sus posibilidades futuras,
son erminos no mateaticos vaws de significado formal, y por lo tanto eviar
entrar en discuéi rigurosa de los roles del valor y la posibilidad en una desénipci
realista de la mateatica.



Proponemos por opos@i que una verén rigurosa de la noén de posibili-
dad sea agregada al bagaje formal de la metangdiesn Uno no puede pretender
ignorar la posibilidad, alegando que las posibilidades de un resultado atatem
eshtin ocultas tras los enunciados formales. Tampoco puede uno desechabta noci
de posibilidad basado en que tal rotiesh mas alh del alcance de lagica del
presente. Las leyes de [agica no esin esculpidas en piedra, eternas e inmutables.

Una visbn realista del desarrollo de la matatica muestra que lasmzones
para que un teorema valga se encuentran tan solo @esiguexcavar muy a fondo
y enfocar las posibilidades del teorema. El descubrimiento de esas razones ocul-
tas es la obra del matético. Una vez se encuentran esas razones, la escogencia
de enunciados formales particulares para expresarlas es secundaria. Versiones for-
males diferentes pero intercambiables pueden ser dadasary dadas sém las
circunstancias.

Enla lisqueda de las razonesénticas de un falmeno mateidtico, teoremay
demostra@n juegan el papel de Twedledum y Twedledee. En este sentido podemos
afirmar que teorema y demostragison intercambiables.

Ahora parecemos estar haciendo un enunciado universal basados en la evidencia
del solo ejemplo de la demostranideltltimo teorema de Fermat. ¢ ®le sucede
a la tesis de la intercambiabilidad de teorema y demosémaen el ejemplo del
teorema de Desargues, importante pero intuitivamente evidente?

Miremos nas de cerca el teorema de Desargues. El tratamieasocampleto
de este teorema se encuentra en el primero de sdimeoles de los 'Principles
of Geometry’ de Baker. Desps de un argumento que tiene bastanés iate cien
paginas, Baker muestra que por debajo del enunciado del teorema de Desargues
esh oculta una estructura geétrica mucho ras interesante. Esta estructura es lla-
mada hoy eni@ la configuradin de Desargues. Una explicagide la configuradin
de Desargues eifminos de teoremas y demostraciones es larga e insatisfactoria.
La configuraddn de Desargues se entiende mejor meditando sobre una figura que
muestre rectas incidentes en el planasrde 50 rectas si no recuerdo mal. Una vez
se captura intuitivamente ldeenkreisde la configuradin de Desargues, uno en-
tiende las razones que se hallan ocultas bajo el enunciado del teorema de Desargues.
Uno tambén se da cuenta que para pdsjtos del argumento formaste puede ser
reemplazado por cualquiera de los varios enunciados equivalentes, algunos de estos
bastante distintos, que se obtienen al inspeccionar la confi§urdeiDesargues.

El rol del teorema de Desargues no se entefdista que no fue descubierta
la configuraddn de Desargues. Por ejemplo, el papel fundamental del teorema de
Desargues en la coordinatizaside la geomeia sinética solo puede ser entendido
a la luz de la configuradh de Desargues.



Por lo tanto, incluso un enunciado formal tan sencillo como el teorema de De-
sargues no es exactamente lo que reporta ser. El enunciado del teorema de Desar-
gues pretende ser definitivo, pero en realidad es tan solo la punta de un iceberg
de conexiones con otros hechos de la matéra. Elvalor del teorema de Desar-
gues, y la ra@n por la cual el enunciado de este teorema ha sobrevivido el paso de
siglos, cuando otros teoremas gertos igualmente impactantes han sido olvida-
dos, radica en que el teorema de Desargue$é abtiorizonte de posibilidadegue
relacionan la geomeétr y elalgebra de maneras inesperadas.

En conclusbn: lo que una presentaéci axiormatica de una pieza de matatita
ocultaes por lo menos tan relevante al entendimiento de la né&teancomo lo que
una presentaon axioratica pretende enunciar.

6. ¢ Existen demostraciones definitivas?

Es creencia coim entre mateiticos que desf@s de que un teorema nuevo es
descubierto, otras demostracioneasisimples déste aparecan, hasta que una
demostradn definitiva sea hallada.

Una inspec@n pasajera de la historia de la maédiva parece confirmar esta
creencia. La primera demostrani de muchos grandes teoremas es innecesaria-
mente complicada. 'Nadie culpa a un maédito si su primera demostraci de
un nuevo teorema es torpe’, dad?aul Eréds. Toma mucho tiempo, desde unas
décadas hasta siglos enteros, que los hechos escondidos en la primera démostraci
seancomprendidoscomo dicen informalmente los matatitos. Este gradual de-
velarse del significado de un nuevo descubrimiento toma la apariencia de una suce-
sion de demostraciones, cada unasnsencilla que la anterior. \Versiones nuevas y
mas sencillas de un teorema dejan de aparecer cuando los hechos son finalmente
entendidos.

Desafortunadamente, los mataticos se dejan confundir por la palabra 'com-
prensbn’ que erradamente consideran tener un significado @gjma y no bgico.
Preferiian replegarse en terrenagico familiar. Dicen que lalisqueda de razones
y de unentendimientale los hechos de la matética puede ser expresada por
medio de la nodn familiar de sencillez. Sencillez, preferiblemente en el modo de
la trivialidad, es un substituto para el entendimiento.

¢Pero es acaso la sencillez una car@tiea del entendimiento matéico?
¢, QLe sucede realmente con descubrimientos matieos retrabajados a lo largo de
los &10s?

Consideremos dos ejemplos.



Ejemplo uno. La primera demostraai del teorema efglico puntual, que el
viejo George David Birkhoff de Harvard encobittomo respuesta a un deisadel
joven John von Neumann de Princeton, era de cincuéagmgs. La demostrami
del mismo teorema, de hecho la demostraale una veréin mucho nas general,
debida a Adriano Garsia en 1964, es de medgima, con todos los detalles inclui-
dos. La comprenén que logo Garsia es un ejemplo maestro de simplifibadasi
hasta el punto de la trivialidad.

Ejemplo dos. En losfeos cincuenta, Hans Lewy de Berkeley desaublprimer
ejemplo de una ecuam diferencial parcial sin soluciones de nimgtipo. En los
treinta dos siguientes, la idea escondida bajo el ejemplo de Lewy fue gradualmente
hecha exptita hasta que la rén de esa imposibilidad se voivcompletamente
clara. Sin embargo, el hecho de que una ecéuediferencial parcial pueda no tener
soluciones sigue siendo hoy no-trivial, a pesar de que ahora se entiendan las razones
de este hecho.

En cada uno de estos ejemplos, el proceso de simplificaeiquird el trabajo
duro de generaciones de matinos. ¢ Afirmaremos entonces que los matirns
pasan su vida enlisqueda de la simplificam?

La demostradin de Garsia del teorema édjco puntual parece ser trivial, pero
tan solo a posteriori. Es ddil imaginar que alguien hubiera descubierto esa de-
mostracdn sin conocimiento previo de la historia del teorema.

Por otro lado, el misterioso descubrimiento de Hans Lewy fue moldeado como
una nueva te@a de conmutadores de operadores diferenciales, que eventualmente
develaron el punto oculto del ejemplo de Hans Lewy. Laitees elegante y defini-
tiva, pero dista mucho de ser sencilla.

Hay otros contraejemplos embarazosos para nuestra fe en la sencillez. Tal vez
el mas viejo y nas dranmatico de estos contraejemplos es el teorema fundamental
de la geometa, que se remonta a von Staudt a comienzos del siglo diecinueve, y
enuncia la equivalencia entre la georfeproyectiva sirética y la andtica. Ningin
progreso significativo ha sido hecho hacia la simplifioadle la demostragn de
von Staudt. Ain hoy, una demostram completa del teorema de von Staudt no toma
menos de veintegginas, incluyendo unos cuantos lemas ifiidegnente sosos. To-
do gebmetra est vagamente al tanto de la equivalencia entre gedangtoyectiva
sintética y andtica; sin embargo, pocos gmetras se han tomado la molestia de
mirar la demostraéin, mucho menos de recordarla. Garrett Birkhoff, en su tratado
sobre teda de reiiculos, un libro que se supone que trata precisamenésidey
otros temas relacionados, da el enunciado del teorema de von Staudt, y luego eva-
sivamente remite al lector a una demostaaie Emil Artin que fue distribuida de
manera privada en formato mimeografiado en fassareinta en la Universidad de



Notre Dame.

El teorema de von Staudt halsido retirado tan lejos del centro de la maitioa
que en los Bos treinta von Neumann lo redescubdiesde cero, con @cticamente
la misma demostragn que la de von Staudt, al desarrollar sui@ole geometas
continuas (Stan Ulam me dijo que von Neumann, al oir que von Stauti hab
cho el mismo trabajo un siglo antes, tuvo una crisis depresiva). Llasofds de
la matenatica han especulado que la dificultad en simplificar la demo&traitzs
von Staudt puede deberse a que la afirdratan solo vale en dimerisi 3 0 may-
or, mientras que en dimeidsi 2 una pktora de contraejemplos paigicos ha sido
encontrada: los irmnmodos planos proyectivos no Desarguesianos.

De vez en cuando, un matético con agallas reexhuma el teorema de von
Staudt, y renueva el intento de hallar una demodgiretansparente. Laltima vez
fue Mark Haiman de San Diego, quien légtar una demostram conceptual bril-
lante y corta, al costo de hacer una pdtukiptesis simplificante quela requiere
una larga demostraumn.

Nos gustdia creer que tales instancias de teoremas que se resisten a la sim-
plificacion son raros. Afortunadamente, nimgteorema descubierto antes de 1800
esh en la clase del teorema de von Staudt. La mayde la mater@tica descu-
bierta antes de 1800, con la posible excepale muy pocos enunciados de faor
de rumeros, puede hoy enaser presentada en cursos de pregrado, y ho es muy
descabellado calificar a tal matatita de sencilla, de una sencillez que se aproxima
a la trivialidad.

Por otro lado, en el siglo veinte observamos la ocurrencianmclamente fre-
cuente de resultados enunciadasimente cuyas demostraciones ocupan centenares
de maginas. Un ejempldpico es la clasificabin de los grupos finitos simples. La
variedad de teoremas intermedios necesarios para esta claifieadan vasta que
desafa los poderes mentales de todo m&éoo trabajando a solas. Sin embargo, la
clasificacon de los grupos simples finitos no es mera verifimagior fuerza bruta.

Los argumentos que llevan a establecer la lista completa, por largos e inaccesibles
gue sean, tienen elénto de 'explicar’ de manera conceptualmente satisfactoria la
razon por la cual losginicos grupos finitos simples que existen son los que son. El
argumento global es convincente, aunque sea imposible de seguir, y es concebible
gue ninguna simplificadn adicional est por venir. El ejemplo del teorema de De-
sargues tamen es intranquilizador. En este caso, lo opuesto a una simplditaci

ha sucedido a lo largo de los siglos. Trabajos posteriores inspirados por el teorema
de Desargues han hecho que el teorema pareasaamplejo que en su momento
inicial.

Con el lltimo teorema de Fermat notamos otrodereno. La fisqueda que



los matenaticos esin empezando a llevar a cabo sobre la demosimatel|tltimo
teorema de Fermat se propone descubrie’ge est realmente’ demostrando.
Esta lisqueda mantendia los mater@ticos ocupados durante mucho tiempo.

7. Lavida secreta de la materatica

Hardy tena radn despés de todo: los matefticos esin ah para desenmas-

carar el engdo que est escondido bajo toda demostiatilbogicamente correcta.

Pero ellos no admitim que su tarea es desenmascarar; en cambio, preiargler

estin ocupados demostrando nuevos teoremas y enunciando nuevas conjeturas de
acuerdo con losanones de ledigica del presente.

Todo teorema es un complejo de posibilidades ocultas. En el ejemplo del teore-
ma de Desargues, algunas de estas posibilidades fueron finalmente sacadas a la
luz por el descubrimiento de la configurdgide Desargues. Dés del ejemp-
lo chocante de Hans Lewy de una ec@acdiferencial sin soluciones acechaban
muchos hechos desconocidos acerca de los operadores diferenciales. El teorema
ergbdico puntual impuls a entender el rango completo de posibilidades quehab
sido abierto por las ideas de Lebesgue, un entendimiento que fue efectivamente ex-
plotado por la demostram de Garsia. Y la demostréci delGltimo teorema de
Fermat pronostica una enormé&ypade de posibilidades matatitas.

No parece descabellado concluir que la badleposibilidadse& fundamental
en la futura discusin rigurosa de la naturaleza de la madgica. Aunque parezca
inquietante esta perspectiva, hay otras nociones, igualmente fundamentales y pre-
ocupantes, que reclaman un tratamiento riguroso, y quédisds del presentdia
no han admitido en su seno. Por ejemplo, las demostraciones aiat@snvienen
entiposdistintos, que @n esan por clasificar. La noon deentendimientpusada
en discughn informal pero desterrada de la preseritadormal, tenda que tomar
su lugar bajo el sol; @ mas, nuestradlgica debex ser modificada para acomodar
gradosde entendimiento.

Finalmente, la noéin deevidenciatendia que obtener una posici formal que
la ponga delante de la naci tradicional de verdad. Los rasgos cardst&os de la
evidencia mate@tica, muchos déllos reacios al tratamiento con lenguaje formal,
tendéan que seadecuadamentdescritos. Algunos de estos rasgos adicionales po-
drian ser la nodn devalor, derazonesy sobre todo, el fetmeno deocultamiento
de un teorema por otro teorema que ocurre en todas partes enatiatem

¢ Quen se atrevéra enfrentarse a esta inmensa tarea?



(Traduccbdn del ingks: Andés Villaveces)



